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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo abordar a Modelagem Matematica, a partir da
perspectiva de Modelos Epidemioldgicos. Inicialmente, serd apresentado alguns resultados
acerca de equacOes diferenciais ordindrias de primeira ordem que norteardo o leitor a
compreensdo de conceitos e fenbmenos matematicos. Em seguida, sera exposto algumas
consideracOes acerca de modelagem e modelo, bem como suas classificacdes e implicacoes
no papel do professor quando empregada como ferramenta metodoldgica. Na sequéncia, sera
apresentado resultados de modelos de doencas para epidemiologia a partir de equacOes
diferenciais ordinarias, e um breve estudo sobre os casos de Covid-19 no municipio de
Paracatu — MG, onde sera realizada uma pequena modelagem dos dados. A metodologia
adotada para a pesquisa tem carater quantitativo, no entanto em alguns momentos havera
presenca de aspectos qualitativos, inicialmente opta-se pela pesquisa bibliografica e no fim
pela pesquisa exploratdria com base nos dados coletados. Contudo, nota-se que os resultados
encontrados foram satisfatorios, pois atraves da Modelagem Matematica & possivel estimar,
prever e tomar decisdes corretas em uma epidemia.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Equac6es Diferenciais Ordinarias, Epidemiologia.



ABSTRACT

The present work aims to approach Mathematical Modeling from the perspective of
Epidemiological Models. Initially, some results will be presented about first-order ordinary
differential equations that will guide the reader in understanding mathematical concepts and
phenomena. Then, some considerations about modeling and model will be exposed, as well as
their classifications and implications on the teacher's role when used as a methodological tool.
Next, results of disease models for epidemiology from ordinary differential equations will be
presented, as well as a brief study of the cases of Covid-19 in the municipality of Paracatu -
MG, where a small data modeling will be performed. The methodology adopted for the
research has a quantitative character, however at times there will be the presence of
qualitative aspects, initially opting for bibliographical research and in the end for exploratory
research based on the collected data. However, it is noted that the results found were
satisfactory, because through Mathematical Modeling it is possible to estimate, predict and
make correct decisions in an epidemic.

Keywords: Mathematical Modeling, Ordinary Differential Equations, Epidemiology.
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INTRODUCAO

O presente trabalho surge com base na disciplina de Equacdes Diferencias Ordinarias
de Primeira e Segunda Ordem e tem como principal objetivo aprofundar os conceitos tedricos
e revelar a aplicabilidade das equacGes diferenciais ordinarias em situacfes cotidianas.

As equacOes diferenciais comecaram a ser estudadas durante o século XVII com o
estudo do célculo diferencial pelos matematicos Isaac Newton (1643- 1727) e Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716). Relatos histéricos sugerem que Leibniz possivelmente fez
correspondéncia com os irmaos Bernoulli.

A partir do século XVIII, com advento do iluminismo e consequentemente com a
revolucdo industrial, varios problemas robustos comecaram a ser modelados com equacdes
diferenciais. Neste periodo, contribuiram de forma significativa para o estudo das equacdes
diferenciais os matematicos: Leonhard Paul Euler (1707 — 1783), os irmédos Jacob (1654-
1705) e Johann Bernoulli (1667-1748), Daniel Bernoulli (1700-1782), Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813) e Pierre-Simon de Laplace (1749-1827).

No século XX, com os avancos das Ciéncias, ocorreu a criagdo de métodos
geométricos ou topologicos, principalmente para equacGes ndo lineares que tem como
objetivo compreender qualitativamente, o processo de solugdes da perspectiva geométrico,
como também analitico. Nos ultimos sessenta anos, com a posse de computadores pessoais
com versdes mais adequadas, tornou possivel a resolucdo por métodos numéricos de equacoes
diferencias ordinaria.

Boyce e Diprima (2015), afirmam que a partir da década de 1970, com a Revolucédo
Técnica — Cientifico e a popularizacdo do computador e dos programas de linguagem
culminaram na resolucdo de problemas até entdo insolutos. Sendo assim, a computacdo
cientifica proporcionaram um renovo ao estudo de sistemas de equacGes diferenciais nédo
lineares. Onde pelas quais descobriram fendmenos extraordindrios, como por exemplo,
atratores estranhos, caos e fractais, que estdo sendo profundamente discutidos e estdo criando
ideias modernas e significativas em varias aplicac@es distintas.

Nessa perspectiva, espera-se através deste trabalho oportunizar nova fonte de pesquisa
bibliografica para que estudantes e pesquisadores aperfeicoem seus conhecimentos sobre a
aplicabilidade das equacGes diferenciais ordinarias e que esta possa servir como base para
trabalhos futuros.

Ressalta-se que o objetivo principal desta pesquisa é apresentar um estudo introdutéria

sobre equacdes diferenciais ordinarias e suas aplicagdes.



Para revisdo bibliografica, foi utilizado a obra dos autores Boyce e Diprima, (2015),
Nagle et. all., (2012), Yartey e Ribeiro (2017), Zill e Cullen (2001) e outros trabalhos como
Bassanezi (2002), Kreyszig (2008) e etc.

A pesquisa esta dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo sera desenvolvido um
breve contexto histérico das equacBes diferenciais onde serdo destacados 0s principais
matematicos e as solu¢des dos problemas de equagbes diferenciais. Nas se¢bes seguintes deste
capitulo falara-se sobre modelos de equagdes diferenciais e solucdo, classificagdo (quanto a
ordem, tipo e linearidade) e sobre equacdo diferencial de primeira e segunda ordem, na
sequéncia seré feita a exemplificacdo de alguns exemplos e aplicacao.

No segundo capitulo serd apresentado a ideia de Modelagem Matematica, bem como
suas implicacdes, destacara-se defini¢bes tedricas, objetivos e implicagdes no ensino de
matematica.

No capitulo 11 serd abordado o uso das equagdes diferenciais em problemas
epidemiologicos, onde tentara-se construir modelos matematicos para a analise dos casos de
covid no municipio de Paracatu.

Contudo, espera-se que no final dessa pesquisa o leitor possa abstrair conhecimentos
necessarios para se aperfeicoar na investigacdo e aplicabilidade das equacgdes diferenciais

ordinarias.



1. EQUACOES DIFERENCIAIS

O estudo das EquacOes Diferenciais inicia-se a partir de problemas de modelagem nas
ciéncias fisicas, e com o decorrer do tempo abrange as demais areas, desde a engenharia,
economia, biologia e medicina, até as ciéncias sociais e artes. Abaixo, sera descrito um breve
relato histérico das equacgdes diferenciais, assim como de alguns matematicos que

influenciaram esse campo de pesquisa.
1.1 Breve Contexto Historico

As equacdes diferenciais tém em seu inicio em estudos de Pierre de Fermat (1601-
1665), Isaac Newton (1642-1727), e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Com o
entendimento da notacdo de derivada combinado com simplificacdes algébricas e
manipulacdes simbdlicas ajudaram na resolucdo das equagdes. No entanto, buscar solucdes
para estas equacOes ndo era algo facil. Com a formulagéo da ideia da integral bem como as
implicacdes do Teorema Fundamental do Calculo impulsionaram a resolucdo de equacfes
diferenciais de variaveis separaveis.

Inicialmente, Isaac Newton classificou as equac6es diferenciais de primeira ordem de

acordo com as trés formas: Z—z =f(x) - Z—i’ =f(ly) - Z—i’ = f(x,y), além disso, elaborou um

método para solucionar esta equacdo f(y) — Z—z = f(x,y), “onde f(x,y) € um polinémio em

X e y usando séries infinitas” (BOYCE; DIPRIMA,2015, p. 66).

Em seus estudos Gottfried Leibniz generalizou as ideias do calculo diferencial e
integral. Focalizando para o desenvolvimento geral das teorias e técnicas para matematicas
posteriores. Suas principais colaboragdes estdo no estudo das equacbes diferenciais de
variaveis separaveis e homogéneas.

Outros matematicos que merecem ser ressaltados no estudo das equacdes diferenciais
sdo o0s irmados Jakob Bernoulli (1654-1705) e Johann Bernoulli (1667-1748), que se
concentraram no estudo de aplicacbes de equacdes diferenciais, como: na mecanica e no
estudo dos fluidos. Esses matematicos formularam a resolucdo das equag6es de Bernoulli.

No século XVIII, Leonhard Euler (1707-1783) o maior matematico da época, teve
papel fundamental no entendimento das teorias das equacOes diferenciais bem como sua
relacdo com as fungGes. Foi o primeiro a matematico a compreender as fun¢fes exponenciais,

logaritmicas e trigonométricas, bem como suas propriedades. Nas equagdes diferenciais suas



contribuicbes englobam equagdes exatas, fatores integrantes, equacGes homogéneas e
principalmente o célculo da variagdo de pardmetros.

Na segunda metade do século XV1II, destacam-se Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
que demonstrou que as solugdes independentes de uma equacao diferencial linear homogénea
de ordem n é uma combinacdo linear, e Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) que
desenvolveu pesquisas na mecénica celeste e principalmente revolucionou o estudo das
equacdes diferenciais através das transformadas de Laplace.

No fim do século XVIII, varios métodos elementares para resolucdo de equacbes
diferenciais ordinarias ja haviam sido elaborados. No inicio do século seguinte o estudo
concentrou-se a investigacao de questdes tedricas como a existéncia, a unicidade das solucbes
e a solucdo via expansdo em series de poténcias.

No fim do século XIX, com o desenvolvimento da teoria de funcbes analiticas
complexas e a modelagem de problemas fisico/matematicos passa-se a estudar com maior
densidade as equacdes diferenciais parciais. Com isso, ha o aparecimento frequente de muitas
funcbes e solucbes de certas equacgdes diferenciais ordinarias que consequentemente foram
generalizadas. Por serem conhecidas coletivamente como fungdes transcendentais, varias
destas estdo associadas a nomes matematicos, compreendendo Bessel, Legendre, Hermite,
Chebyhev e Hankel, entre outros. (BOYCE; DIPRIMA, 2015).

Algumas equacOes diferenciais ndo soluveis a métodos analiticos conduziram a
resolucdo via analise de métodos numericos. Por volta de 1900, os métodos de integracdo
numérica ja haviam sido elaborados, mas pelo fato destes calculos serem feitos a méo e com a
utilizacdo de equipamentos computacionais muitos antigos a sua implementacdo estava
intensamente prejudicada. Nos Gltimos sessenta anos, o desenvolvimento de computadores
mais robustos ampliou o interesse nos problemas que podem ser analisados de modo mais
fixa, por métodos numéricos. Ainda nesse mesmo periodo, foram desenvolvidos integradores
numéricos bastante aprimorados e poderosos, prontamente acessivel (BOYCE; DIPRIMA,
2015).

1.2 Modelo de Equacbes Diferenciais
Para Yartey e Ribeiro (2017, p. 9) “uma equagdo algébrica é uma equacdo que tem

nameros como incdgnitas. Numa equacdo diferencial, a variavel incognita é uma fungéo y(x)

e x € a sua varidvel independente”.



Uma equacdo que demonstra uma juncdo entre a variavel independente x, a funcéo
incognitay = f (x) e suas derivadas y’,y",...y(n) é denominada equacdo diferencial. Ela
pode de ser escrita da seguinte forma

Flx,y,¥,y",...,y(m)) = 0.
Exemplo 1.1:
a. y* = cosx (primeira ordem)
b. y"” + 4x = 0 (segunda ordem)
C. x%2y"" + 2e*y" = (x% + 2)y? (terceira ordem)

A matematica € vista em diversas areas e tém auxiliado nos resultados de varios

problemas especialmente 0s concernentes a ciéncia e engenharia.

Bassanezi (2002, p.15) afirma que,

O objetivo fundamental do “uso” de matematica ¢ de fato extrair a parte
essencial da situacdo-problema e formaliza-la em um contexto abstrato onde
0 pensamento possa ser absorvido com uma extraordindria economia de
linguagem. Desta forma, a matematica pode ser vista como um instrumento
intelectual capaz de sintetizar ideias concebidas em situagdes empiricas que
estdo quase sempre camufladas num emaranhado de variaveis de menor
importancia.

Nas ciéncias e na engenharia, modelos matematicos sdo criados para ajudar no
entendimento de fendmenos fisicos. Estes modelos regularmente constituem uma equacao que
apresentam umas derivadas de uma funcdo desconhecida. Tal equacdo é chamada de equacéo
diferencial como definida anteriormente.

Segundo Kreyszig (2008, p.2) “as equacOes diferenciais sdo de importancia
fundamental na matematica e em suas aplicacbes em engenharia, visto que sdo usadas para
expressar matematicamente diversas relacdes e leis fisicas e sdo bastante adequadas para
serem resolvidas por computador”.

Para Nagle et. all. (2012, p.01),

No caso da queda livre, um objeto é solto de certa altura acima do solo e cai
sob a for¢a da gravidade. A segunda lei de Newton, afirma que a massa de

um objeto multiplicada por sua aceleracdo é igual a forc¢a total que atua sobre
ele, pode ser aplicada ao objeto caindo.

Na figura abaixo, tem-se a ilustracdo da queda livre de uma maca e a equacédo

diferencial que a modela.
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Figura 1: Maca em queda livre
Fonte: (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012, p.01).

De acordo com Nagle et. all. (2012, p.01), “m ¢é a massa do objeto, h ¢ a altura acima

d’h ~ . o . ,
do solo, oz casua aceleracdo, g ¢ a aceleragcdo gravitacional (constante) e —mg ¢ a forca

devida a gravidade”. Esta é uma equacéo diferencial que contem a segunda derivada da altura
desconhecida h como uma fungéo do tempo.
Para resolver a equacgdo anterior para h tem que dividir por m e depois integrar duas

vezes com relacdo at. Isto é:

d%h
az =Y
De forma que:

dh
E: —gt-l-Cl

t2
h=h(t) = —gT+ cit+cy

Note que as constantes de integracdo c; e ¢, sdo determinadas se percebermos a
altura inicial e a velocidade inicial do objeto. Logo, dispGe se de uma formula para a altura do
objeto no instante t. Perceba que a solucdo de uma equacao diferencial é uma funcdo, como
h(t), e ndo exclusivamente um nimero. Veja que a integracdo é um instrumento significativo

na solucdo de equacOes diferenciais. Por fim, observe que a solucdo de uma equacao
. . a s , . ~ s e, . d?h
diferencial n&o é Unica, havera “constantes de integragdo” arbitrarias, a segunda derivada ey

na equacdo de queda livre principiou duas constantes, C; e C,. Geralmente, um modelo



matematico que abrange a taxa de mudanca de uma variavel com relacdo a outra é

considerado uma equagcéo diferencial.

1.3 Classificacéo

As equagOes diferenciais precisam ser classificadas considerando as seguintes
particularidades:
a. O numero de variaveis independentes;
b. O numero de fungdes incognitas;
c. A ordem da equacao;
d. A estrutura da equacéo.

1.3.1 O numero de variaveis independentes

No que se refere ao numero de variaveis independentes, as equacdes diferenciais
consiste se em ordinarias ou parciais. Para Yartey e Ribeiro (2017, p.11) “uma equacéo
diferencial € ordinaria (EDO) se a funcao incdognita for uma funcéo de apenas uma variavel”.
Nesta situacdo, as derivadas que surgem na equacdo diferencial sdo somente derivadas
ordinarias, simples. Do contrario, as derivadas serdo derivadas parciais e entdo, obteremos

uma equacéo diferencial parcial (EDP).

Exemplo 1.2:
a2 ) a4 . o
a. d—xf + 5e3* = —3x (é uma equacéo diferencial ordinaria).
Jdu Jdu 2.2 7 ~ . N .
b'% - =Xt (é uma equacao diferencial parcial).

C.u; + uu, = 0 (é uma equacéo diferencial parcial).

1.3.2 O numero de funcdes incognitas

Caso o problema abranger sé uma funcdo incognita, entdo teremos somente uma
equacdo diferencial, sendo possivel ser ordinéria ou parcial. Caso, de outro modo, o problema
implicar mais de uma fungdo incognita, por conseguinte obteremos um sistema de equacdes

diferenciais.



Exemplo 1.3: x(t) e y(t) sdo funcbes incognitas de um sistema de equacdes diferenciais.

{x’(t) = y(t)
y'(t) = x(t)

1.3.3 A ordem da equagéo

A ordem de uma equacdo diferencial € a derivada de maior grau que aparece na
equacéo.
Exemplo 1.4:

a. y' = cosx (equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem).

b. y" + 4y = e* (equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem).

9% | 02 . : :
c. 6_3/1; + ﬁ = 0 (equacao diferencial parcial de segunda ordem).

1.3.4 A estrutura da equacgao

Com relacdo a estrutura de uma equacdo diferencial, ela pode ser classificada em
linear ou ndo linear. De acordo com Yartey e Ribeiro (2017, p.11) “ela é linear quando a
incdgnita e suas derivadas aparecem de forma linear na equagédo”.

A estrutura abaixo demonstra como pode ser escrita uma equacao diferencial linear de
ordem n:

dy dzy dn—ly dny
ao(x)y + a1(x)a + az(x)ﬁ + -+ a"_l(x)W + an(x)ﬁ =g(x)

Veja como sdo definidas as duas propriedades das equac@es diferenciais lineares:
a. A variavel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau: isto é, a poténcia
de cada termo envolvendo y é 1.

b. Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x.

Exemplo 1.5:



4’y

12 +y3 =0 (é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem n&o linear por

causa do termo y3).

b. y"—2y'+y = 0 (é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem linear).

c. yy"—2y =x (é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem ndo linear por

causa do termo y que acompanha y”).
1.4 Solucgdes e problemas de valor inicial
Segundo Nagle et. all. (2012, p.05) “uma equacao diferencial ordinaria de ordem n é

uma igualdade que relaciona a variavel independente a n-ésima derivada (e em geral também

as derivadas de ordem inferior) da variavel dependente”.

Exemplo 1.5:
a) x? 32732' + X% + y = x?2 (segunda ordem, x independente, y dependente).
by [1- (‘:Tf) —y=0 (segunda ordem, t independente, y dependente).
d*x —

C) —a o (quarta ordem, t independente, x dependente).

Dessa maneira pode ser expressa uma forma geral para uma equacdo de ordem n com

X independente, y dependente:
1. F (x, y,Z—i’, ~-,%) no qual F é uma funcdo que depende de X, y e as derivadas de y

dy

. . . a
até a ordem n; isto é, depende de x,y,~%, .-, ==
dx dx™

Sabemos que utiliza se a equacéo

para todo x no intervalo aberto | (a < x < b, onde a ou b tornaria se infinitos). Em
L ~ . dy

Vvarias situacdes, separamos o termo de mais alta ordem n © podemos transcrever a

equacdo (1) dessa forma:

dy dy d*1ly . . , .
2. W:f(x'y'a""'dxn—l)' geralmente é mais aconselhavel a (1) por ser mais

adequada para estudos cientificos e tecnoldgicos.
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Segundo Nagle et. all. (2012, p.06), “a fun¢dao @(x) que, quando substituida por y na
equacdo (1) (ou (2)) satisfaz a equacdo para x no intervalo I, é chamada de solucdo explicita
para a (ou da) equacdo em I”.

Exemplo 1.6:

Demostre que ¢(x) = x2 — x~! é uma solucdo explicita para a equacéo linear.

Porém, ¥(x) = x3 néo é.
Solucéo:

As fungdes X)) =x?2—-x1e'xX)=2x—x"2 e eX"=2-2x"3sd0

determinadas para todo x= 0. A substituicdo de ¢(x) por y na equagao diferencial fornece:
2
(2—-2x73) - ) (x2—xD=Q2-2x3)-2-2x3)=0

Desse modo é adequado para todo x# 0, a funcédo @(x) = x? — x~1 é uma solucéo
explicita para (3) em (—oo, 0) e da mesma forma em (0,0).

No entanto, para¥( x) = x3temos ¥'(x) = 3x?%, ¥ "(x) = 6x, e a substituicdo
na equacdo diferencial fornece:

2
6x ——x>=4x=0
x

que é adequado apenas no ponto x = 0 e ndo em um intervalo. Portanto, ¥(x) ndo é um

resultado.

Exemplo 1.7:
Dada a funcdo ¢ (x) = Cie ™™ + C,e?* demostre que, para toda escolha das
constantes, C; e C, € uma solucdo explicita para a equacéo linear seguinte.
y' =y —2y=0
Solugéo:
Ao calcular as derivdas @' (x) = Cie ™ +2C,e?* e @"x = Cie™ +4C,e?*. A

b 2

substituicdo de @, @' e @" por y,y’,y” fornece
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(Cle_x+ 4C2€2x) —('Cle_x+2C2€2x) - 2(C16_x + Czezx)z 0
(C1 + C1 - 2C1) e_x +(4‘C2 - 2C2 - 2C2) ezx ES

Dado que a igualdade permanece para qualquer x em (—oo, o), logo ¢ x = C;e™ +
C,e?* é uma solucéo explicita no intervalo (—oo, o) levando em conta qualquer escolha das
constantes C, e C, .

Os critérios para resolver equacdes diferenciais nem sempre constituem uma solucao
explicita para a equacéo. Nos casos em que ndo é possivel uma solucéo explicita ha de se
aceitar uma solucéo definida implicitamente.

Nagle et. all. (2012, p.07) afirmam que “uma relagcdo G(X, y) = 0 é considerada uma
solucéo implicita para a (ou da) equagdo (1) no intervalo | se definir uma ou mais solucées
explicitas em I”.

Como consequéncia, traz-se a definicdo de um problema de valor inicial para uma
equacéo diferencial de ordem n,

dy d"y
Flor e gen) =

Isto significa dizer que devemos encontrar uma solucdo para a equacao diferencial em
um intervalo | que satisfaca em x, as n condi¢des iniciais
y(xo0) = o

d
ﬁ(xo) = Y1
dZ

d_sz,(xo) =Y2,

dn—ly
dxn-1 X0) = Yn-1,

onde xoel ey, ,y1,**, Yn—1 Sa0 constantes dadas.

Exemplo 1.8:
Conforme demonstrado no exemplo 1.7, a funcdo @(x) = Cie™* + C,e?* é uma

solucdo explicita para a equacao linear abaixo.



12

para qualquer escolha das constantes C; e C,. Determine C; e C, de modo que as condi¢des

iniciais sejam satisfeitas.

y(O)—ZeE(O)— 3

Solucéo:

d a _ . - C e ..
Ao calcular ﬁ chega-se ﬁ = —C,e™™ + 2C,e?*. Substituindo as condi¢Bes iniciais,

obtém o seguinte sistema de equacdes:

{®(0)=Cle°+Cze°=2 { Ci+Cp=2

B = —Cre® +2C,e° = -3 —Cy +2C, = -3

dx

SO s oret ~ 1
O acréscimo das duas ultimas equacdes gera 3C,= - 1, de modo que C,= - p
7 ~
Como C; + C, = 2, encontramos C; = . Logo a solucdo para o problema de valor
inicial é:

7 1
— _p—X _ _p2x
?(x) 3¢ 3¢

1.5 Equacdes diferenciais de primeira ordem

Para Yartey e Ribeiro (2017, p.8) uma equacdo diferencial de que possui derivadas
apenas de primeira ordem, ou seja y’ = Z—i’, provavelmente y serd alguma funcdo de X, ou seja,

¢ uma equagdo do tipo F(x, y, y)=0ouy =f(x, y).

Exemplo 1.9:
1) y' = cosx

2)xy' + 4xy
Por serem vistas como EDOs mais simples, sdo chamadas de equacdes de primeira
ordem, por causa do fato de compreenderem somente a derivada primeira da funcéo

desconhecida, deixando a parte as derivadas de ordem superior.

1.5.1 Equacdes Separaveis
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Para Nagle, Saff e Snider, (2012, p.28) “equacgdes separdveis é uma classe simples de
equacOes diferenciais de primeira ordem que pode ser resolvida usando a integragao”. Deste

modo:

1) Z=f(xy)
que podem reescrevé-las de modo a separar as varidveis x e Yy
(juntamente com seus diferenciais dx e dy) em lados distintos da
equagdo, como em:

h(y)dy = g(x)dx
Desta maneira, o lado direito legitimo f (x, y) precisa ter a forma

fatorada: f(x,y)zg(x).ﬁ. De jeito mais preciso, formulamos

p(y) = ﬁy) e demonstramos o conceito ao lado. Melhor dizendo, uma

equacdo de primeira ordem é separavel se tiver condicdes de ser escrita
assim: Z—z = g()p(y). (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012, p.28).

Exemplo 1.10: A equacéo:
dy 2x+xy
dx y?+1
é separavel, uma vez que:

2x+xy 2+y
y2+1 T yr+1

=g)p®)

Exemplo 1.11: A equacéo:

dy
— =1
dx + xy

jamais permite a fatoracao do lado direito e, por isto, ndo €é separavel.

1.5.1.1 Método para solucdo de equacBes separaveis

Para resolver a equacao:

Z)Z—z = g()p(y) - dy = g(x)p(x)dx - % = g(x)dx

Estabelecendo a troca h(y) = ﬁ com a finalidade de obter:

h(y)dy = g(x)dx
Jh)dy =[ g(x)dx
Integrando os dois membros:
H(y) +C,=G(x)+C,
H(y)=G(X)+C, C=C(,—C;
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onde adicionamos as duas constantes de integracdo em um s6 simbolo C. A
Ultima equagdo proporciona uma solugdo implicita para a equacdo
diferencial. (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012, p.29).

Exemplo 1.12: Resolva a equagéo ndo linear:
dy x—5
dx  y?

Solucéo:
Isolando as incognitas e integrando ambos os lados, obtemos:
y2dy = (x — 5)dx

fyzdy = f(x —5)dx

3 2
Yy _X _
3= 5x+C

Solucionado para y, obtemos:

1
) 1
y=(%-15x+3c)’
Como C e uma constante de integracdo que € um numero real, 3C também é um

numero real. Trocando 3C pelo Unico simbolo K, temos ent&o:

1
y=(Z-150+K)
Caso precisarmos considerar 0 habito de possibilitar que C represente uma constante
arbitraria, podemos seguir um passo a frente e utilizar C em lugar de K no resultado final.
e de maneira informal, solucionam-se equacdes separaveis fazendo a separacdo e em
seguida a integracdo de cada membro da equacéo;

e equacOes separaveis encontra-se entre as mais faceis de serem resolvidas.

1.5.2 Equacbes Lineares

Para Nagle et. all. (2012, p.35 e p.36),

Um tipo de equacdo diferencial de primeira ordem que ocorre com frequéncia
nas aplicacdes é a equacdo linear. Uma equacdo linear de primeira ordem é

uma equagdo que pode ser expressa na forma: al(x)Z—i+ao(x)y=
b(x) (D). Onde a,(x), a,(x) e b(x) dependem somente da variavel
independente X, e ndo de .

Portanto, apresenta o exemplo seguinte sobre equacdo linear.
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Exemplo 1.13

A equagdo
x%senx — (cosx)y = senx d_y
y dx

¢ linear, pois pode ser reescrita na forma

d
senx ﬁ +(cosx)y = x?*senx

Porém, a equacao
dy
—+ (senx)y3 =e*+1
yo .t (senx)y
ndo ¢ linear; ela ndo pode ser colocada na forma da equagdo (I) por causa da presenca dos
30y
termos y~ e y ——.

H4é duas situagdes para as quais a solugdo de uma equacao diferencial linear ¢ bastante
imediata. A primeira surge se o coeficiente a, for identicamente zero, pois entdao a equagao (I)

se reduz a:
d
@) e, () =b

b(x)

que € equivalente a y(x) = f e
1

dx + C , (desde que a, seja diferente de zero)

A segunda é menos trivial. Observe que, se a,(x) for igual a derivada de a;(x), ou
seja a,(x) = a;'(x), entdo os dois termos no lado esquerdo da equagdo (I) simplesmente

compreendem a derivada do produto a,(x)y:

d
a;(x)y' + a,(X)y = a;(x)y' + a1 (x)y = I [ai(x)y]

Portanto, a equagao (1), torna-se:

3) 3@yl = b)

E a solugdao novamente sera:
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a,(x)y = fb(x)dx+C Sy = (f b(x)dx + C)

a1( )
(4) +P(x)y Q(x)

onde P(x) = G o Qlx) = D)

ay(x) a(x)

A proxima etapa consiste em determinar p(x) de modo que ambos os membros da

equacao sejam multiplicados pelo fator integrante.

(5) k() 2+ u(x) POy = p(x)Q(x)

seja apenas uma derivada do produto u(x)y:

d d d
K)o+ REOP()Y = —[u(0Y] = uCo) 2+ i ()

dx

Claramente, isso exige que u satisfaca a

(6) u' = ppP

Nagle et. all (2012 ,p.37) afirma que “para encontrar tal fungdo, reconhecemos que a

N . ~ 1 . , d
equagdo (6) ¢ uma equacao diferencial separavel, que podemos escrever como ﬁ =

uP(x) - 7 = P(x)dx. Integrando os dois lados”, temos:
NHn(w) = [P(x)dx - eMW = fP@dx  _ y(x) = ¢f Pdx
Com essa escolha para u(x), a equagéo (5) torna-se:
% o) =
I Y] = p(x)Q(x)
que tem a solugdo.

8) y(x) = - [ n()Q()dx + C]

1.5.2.1 Resumo do Método
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A equagdo diferencial linear de primeira ordem
y' +p()y =qx)

admite um fator integrante u(x) = e/ P®9% ¢ sya solucéo geral é

y = e Jp@dx U q(x).e/P@axqy + ¢

Exemplo 1.13: Encontre a solu¢do geral para:

1d 2
——y——y=xcosx, x>0
xdx x?2

Solugao:
Para colocar essa equagao linear na forma padrao, multiplicamos por x para obter:

dy 2y_ 5
— —— = x“cosx
dx x

Aqui, P(x) = — %, de modo que:

2 1
fP(x)dx = f —;dx = —Zf;dx = —2Inx = Inx~?

Assim, um fator integrante é: u(x) = e 5 pu(x) = x2

Ao multiplicando a EDO inicial pelo fator integrante u(x), obtemos:

dy 2y _ , -2
dx i - X cosx (x7%)

L dy

— 2x 3y =
Ix X7y = cosx

X

2 (xm2y) =
P (x~%y) = cosx

Agora, integramos os dois lados e resolvemos para y, para encontrar:
X2y = f cosxdx - x(y=senx+C

senx + C
Y= - y=x%senx + Cx?
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Pode-se verificar facilmente se essa solu¢do ¢ valida para todo x > 0.

1.5.3 Equacéo de Bernoulli

Para Zill e Cullen (2001, p.70),

Exemplo 1.14

Resolva:

Solucao:

~ . . . a
Uma equacdo de primeira ordem que pode ser escrita na forma: ﬁ+

P(x)y = Q(x)y™ (I). Onde P(x) e Q(x) sdo continuos em um intervalor
(a, b) e n é um ndmero real é chamando de equacéo de Bernoulli. Observe
que, quando n = 0 ou 1, a Equacéo (I) também é uma equacéo linear e pode
ser resolvida pelo método discutido anterior. Para outros valores de n, a
substituicdo: v = y'™™ transforma a equacdo de Bernoulli em uma equagéo
linear, como mostramos agora. Dividindo a Equagdo (/) por y™ obtemos:

y‘”% + P(x)y'™ = Q(x) (I Considerando v = y*™", descobrimos

pela regra da cadeia que: Z—Z =(1 —n)y‘"Z—z E, portanto a equagdo (II)
(A — RS

t,orrwa—se. (1_n) ™ +P(x)}7 = Q(x) Como -, € apenas uma constante, a

Gltima equacdo realmente € linear.

Esta é uma equagio de Bernoulli com n = 2, P(x) = i e Q(x) = x. Para transforma-

la em uma equagio linear, primeiro dividimos por y? para obter:

dy 1
-2 -1 _
—+-yl=x
Y Tk
i ituicdio v = y~1 w22
Em seguida, fazemos a substituicdo v = y~*. Como oY T ou— =yt
a equagao transformada é:
dv N 1 dv 1
——+-v=x - — ==V =-X
dx x dx x

A Equacdo anterior ¢ linear, de modo que podemos resolvé-la para v usando o método

. . . . 1 . ,
discutido anteriormente. Quando fazemos isso, temos: P(x) = — ~¢€o fator integrante sera:

1 1
_2 — (= _ -1 _
ulx) = el X = o7 I3 = g-inx = pinx™t 2 -1

Multiplicando a EDO pelo fator integrante:
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dv 1
= -1
Ix xv x (Y
dv
127 -2 —
X I X"V 1
d
(1] = —
dx[x V] 1

Integrando a equagao:
x v = f —1dx - xlv=—x+C
Ao multiplicar a equagdo anterior por X, temos:
v=—x%+Cx

Substituindo v = y~1, obtemos a solugdo.

yl=—-x2+Cx

1.5.4. Fung¢do Homogénea

Esta secdo esta embasada nas obras dos autores Nagle et all (2012), Yartey e Ribeiro

(2017) e Zill e Cullen (2001) todos concordam com a conceituagdo dada para equagdes

homogéneas e apresentam varios exemplos em comum.

Para Zill e Cullen (2001, p. 68), uma fungdo f: A € R? - R é homogénea de grau n

se paratodo A € R :

fQx,2y) =" f(x,y), V(x,y)€A
A fungdo f(x,y) = x+7y ¢ homogénea de grau zero.

Ax + Ay
fOxay) ==

_AMx+y)
f(Ax, Ay) = T

X +
F(Ax, Ay) = 2° Ty

fQx, 2y) = 2°f (x, )
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1.5.4.1 Equacéo Diferencial Homogénea
Uma equacao diferencial ordinaria que pode ser escrita da seguinte forma:
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

¢ denominada homogénea quando M(x,y) e N(x,y) sdo fungdes homogéneas de mesmo
grau.

Exemplo 1.15
A edo:
x2—y2+2xyy' =0

¢ homogénea de grau 2.

Veja que:
2 _ 42 ay _
xXc—y°+ 2xydx =0
(x? —y¥)dx + 2xydy =0

M(x,y) = (x> —y?) eN(x,y) = 2xy
e M(Ax,Ay) = (Ax)? — (Ay)? = 22x%2 — 212y? = A12(x? —y?) = A2M(x,y)
o N(x, Ay) = 2Axdy = 22%2xy = 22(2xy) = 1°N(x,y)

No exemplo abaixo a fungdo ndo ¢ homogénea, pois os graus dos dois termos sdo

diferentes.
Exemplo 1.16
A edo:
X+ y? 4+ (y* +yH)y' =0
ndo ¢ homogénea.

Note que:
dy
2 2 2 3 —
x“+y + (xy +y)dx 0

x2+yHdx + (xy*+y3)dy =0



M(x,y) = (x> +y?) eN(x,y) = (xy? +y3)
o MQAx,Ay) = (Ax)% + (Ay)? = 22x2 + 12y? = 22(x% + y2) = 2°M(x,y)
 N(x,ly) = Ax(Ay)? + (Ay)3) = AxA%y? + B3y3 = 3xy? + A3y3
N(x, Ay) = P (xy* + y®) = PN(x,y)

Seja f(x, y) homogénea de grau n. Fixemos (x,y) € Dominio(f) tal que x # 0,

. 1
consideremos A = —» temos:

(1Y) = f<lx,ly> _ xl_nf(x:ﬁ _ f(;c;ly)

X X

Vamos usar esta propriedade para resolver equacdes homogéneas.

1.5.4.2 Resolu¢do de EDO’s homogéneas:

21

Zill e Cullen (2001, p.55) assim como Nagle et all(2012, p.53) apresentam o método

de solucao abaixo parecidos.
Considere a EDO:
dy
M (x, N(x,y)—=0
Cey) + NCoy) -

com M e N fungdes homogéneas de grau n.

Podemos reescrevé-la como:

M(x,y)
dy My dy = —m
dx  N(x,y) ~dx  N(xy)
xn

Usando o resultado anterior:

dy M (1

dx N (1,

=
—
<
NG

IR
N

Isto ¢, o lado direito da equacdo ¢ uma funcao que depende do quociente g

Consideremos a mudanga de variavel:

v="2

~ou equivalentemente, y = vx



Derivando esta relagdo, temos:

dy = xdv + vdx
ou
dy dv
a = Xa + v
Logo,
dv dy M (1% M(1,v)

ax TV T ax T V(1) " Naw)

Isto €, obtivemos a edo de variaveis separaveis:

dv 1 M(1,v)
—=——(—F—=+7V)
dx x N(1,v)

Exemplo 1.15

Resolva a edo:

Solucao:
Seja a edo:
(x? — y?)dx + 2xydy = 0
Como visto anteriormente a equagdo ¢ homogénea de grau 2.

M(x,y) = (x* —y?) e N(x,y) = 2xy
o MQx,Ay) = (Ax)? — (Ay)? = 12x2%2 — 12y2% = 22(x? —y?) = 2M(x,y)
 NQx,Ay) = 2AxAy = 2A%xy = 22(2xy) = 1°N(x,y)

Utilizando a substitui¢do: y = vx — dy = xdv + vdx.

Substituindo na edo:
(x? —y¥)dx + 2xydy =0

(x? — (vx)®)dx + 2x(vx)(xdv + vdx) = 0

22
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(x% —v?2x?)dx + 2x*v(xdv + vdx) = 0
x%dx — v2x?dx + 2x3vdv + 2x*v?dx = 0
(x? + 2x%v? — v?*x?¥)dx + 2x3vdv = 0

x2(1 4 2v? —v¥)dx + 2x3vdv =0 (:2x3)

i G NN N,
2x3 YTl 4T
1+ v?
!dx+vdv=0 G +v?)
2x
dx N v dv = 0 = 50 de Variaveis S ..
2x T (1+v2) V= (Equacao de Variaveis Separaveis)
v dx

A+ ¥~ "2

v dx
f(1+v2)d”=f‘ﬂ
v 1 (dx
fu+—vz>d”=‘z *

Resolvendo | dv:

(1+v2) 7

u du
u=14+v? - EzZU - du=2vdv - 7=vdv

du
v _ 7_1[1 _1 _1 5
f(l_l_vz)dv—f =3 udu—zln(u)—zln(1+v)
Assim:

f v dy = 1 (dx

(1+v2) VET2) %

1 1
Eln(l +v?) +c¢ = —Eln(x) +c, (2)

In(1 +v2) +1In(x) =C, talqueC = 2c, — 2¢;
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Comoy=vx - v= %, entao:

2

ln(l+(¥)2)+ln(x)=C S ln<1+i—2>+lnx=6

1.5.5 Equac0es Exatas

Uma familia de curvas f(x,y) =c, onde ¢ é uma constante ¢ f uma fungdo
diferenciavel. Vimos do Calculo que a diferencial total de f é:
af af
df = —dx+—-——d
f ax * dy Y
Disto segue que se f(x,y) = c, entdo df = 0.

Considerando f uma fungdo diferenciavel, a uma familia de curvas f(x,y) =
, . . .0 d
¢ sempre corresponderd uma equagao diferencial do tipo é dx + % dy = 0.

Yartey e Ribeiro (2017, p.40) definem equagdes exatas:

A equacdo diferencial escrita na forma: M(x, y)dx + N(x,y)dy =0 (1) é
exata se existe uma fungdo F(x,y)tal que: dF = M(x,y)dx +
N(x,y)dy (II). Observacdo 1: Segue da definicdo que se M(x,y)dx +
N(x,y)dy = 0é exata, entdo por (I) e (II) , existe uma funcdo F(x,y) tal

que: Z—izM(x,y), Z—;zN(x,y) e F(x,y) =cé a solugdo geral da
equacéo (1).

1.5.5.1 Método de solucéo

Antes de apresentar o método de solucdo, deve-se analisar questdes importantes com
relagdo as equagdes exatas:
1. Existe uma maneira de testar se uma equagdo € exata ou nao?
2. Se uma equagdo ¢ exata, como poderemos achar sua solugdo geral, isto ¢, como
poderemos encontrar uma fun¢do F(x,y) tal que F satisfaz a equacdo exata e
F(x,y) = céasolugdo geral?

3. Se uma equagdo nao ¢ exata, ¢ possivel modific4-la para torna-la exata?
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1.5.5.2 Determinacéo da solugéo geral

Yartey e Ribeiro (2017, p.42 e 43) ainda afirmam que:

Exemplo 1.16

Resolva a edo:

Solucgao:

Se a equacdo diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0é exata, queremos
determinar uma fungdo F(x,y) tal que: dF = M(x,y)dx + N(x,y)dy com,

a
i =M(x,y) o i )
(IV). Integrando a primeira equacdo de (IV) em relagdo a

9

F
5_ N(X;J’)

X, obtém: fg—idx =[M(x,y)dx < F(x,y)=[M(xy)dx+k(y)

onde k(y) é uma constante de integracdo quando se integra em relacéo a x.

Para determinar k(y), derivamos a funcdo F em relacdo a y e igualamos a N,

como na equagdo (IV): Z—;zaa—y(fM(x,y)dx)+k’(y) o k(y) =

N(x,y)— aa—y (J M(x,y)dx). Esta Gltima equacio determina a funcio k(y).

(1+e*y+xe*y)dx + (xe* + 2)dy =0

1° Passo: Verificar se a edo € exata:

Veja que M(x,y) =1+ e*y+ xe*y e N(x,y) = xe* + 2. Como:

M _ X x
ay(x,y) =e* + xe

Z—:(x,y) = (xe*) = e* + xe*

> Z_A; (x,y) = Z—Z (x,y), logo a edo ¢ exata.

2° Passo: Integrar a fungdo M(x,y) = 1+ e*y + xe*y emrelagdo a x:

F(x,y) = f(1+exy+xexy)dx - F(x,y) =f1dx+yfexdx+yfxexdx

Resolvendo [ xe*dx (por partes):

- du = dx
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dv=e* - [dv=[e*dx - v=e”*
Logo, [ xe*dx = xe* — [e*dx - [xe*dx = xe* —e*

Assim,
F(x,y)=x+ye*+y(xe* —e*) + k(y) - F(x,y) =x+ye* +yxe* —ye*+k(y)

F(x,y) = x+ yxe* + k(y)

3° Passo: Derivar F(x, y) parcialmente em relagdo a y e em seguida igualar a N (x, y):

F(x,y) =x+ yxe* + k(y)
JoF
E(x, y)=xe*+k'(y) - xe*+k'(y)=N(x7y)

xe*+k'(y)=xe*+2 -Sk'(y)=2

4° Passo: Determinar o valor de k’(y) e consequentemente a solugdo da edo

fk’(y)dy= dey - k(y)=2y+C

A solugdo da edo ¢ dada por:

FCx,y) =fM(x,y)dx+k(y) - F(x,y) =x+yxe*+2y+C

Ou simplesmente,

x+yxe*+2y=C

E se tivéssemos escolhido N(x, y) no segundo passo, chegariamos na mesma solugdo?
Dadaaedo (1 +e*y + xe*y)dx + (xe* + 2)dy = 0:

2° Passo: Integrar a fungdo N(x,y) = xe* + 2 emrelagdo a y:

F(x,y) = f(xe" +2)dy —-F(x,y)= fxexdy +f2dy
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F(x,y)=xexfdy +2fdy - F(x,y) = xe*y + 2y + k(x)

3° Passo: Derivar F(x, y) parcialmente em relagdo a x e em seguida igualar a M(x, y):
F(x,y) = xe*y + 2y + k(x)
oF
P (x,y) =ye* +xye* +k'(x) - ye*+xye*+k'(x)=M(x,y)

ye* +xye* +k'(x) =1+e*y+xe*y -k'(x)=1

4° Passo: Determinar o valor de k' (x) e consequentemente a solu¢do da edo

fk’(x)dx = J 1dx - k(x)=x+C

A solugdo da edo ¢ dada por:

F(x,y)=fN(x,y)dy+k(x) > F(x,y) =xe*y+2y+x+C

Ou simplesmente,

xe*y+2y+x=C ->yxe*+2)=C—-x

1.5.5.3 Resumo do método

Para resolver EDO’s exatas expressas sob M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0, procede-se da

seguinte forma:

1°) Verifica se a edo ¢ exata:

oM ON
E (x, }’) = a(x; 3’)

2°) Se escolher M (x, y) integra na variavel x, gerando uma constante k(y).
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(De modo anélogo, se escolher N(x,y) integra na variavel y, gerando uma constante k(x)).

3°) Deriva parcialmente em relagdo a y o resultado obtido integrando M(x,y), em
seguida iguala este resultado a N(x, y). (De modo analogo, deriva parcialmente em relagdo a
x o resultado obtido integrando N(x,y), em seguida iguala este resultado a M (x, y)).

4°) Determina-se o valor de k'(y) e consequentemente a solu¢do da edo. (De modo

analogo, determina-se o valor de k'(x) e consequentemente a solugio da edo.

1.6 Aplicagdes de EDO’s de primeira ordem

Nesta se¢do vamos analisar a modelagem de alguns fenémenos. Kreyszig (2008, p.2)
afirma que o computador pode ajuda a obter as solugbes dos problemas de equagdes
diferenciais, porém dificilmente ajudara a elaborar os respectivos modelos.

Segundo Yartey e Ribeiro (2017, p.66),

Modelagem € o processo de escrever uma equacao diferencial para descrever
uma situacdo fisica. Muitos fendbmenos em ciéncia e engenharia envolvem
relacBes entre quantidades que variam com o tempo. E como taxas de

variacOes sdo representadas matematicamente por derivadas, tais fendbmenos
podem ser modelados por equagdes que envolvem derivadas.

Sendo assim, apresentaremos dois exemplos de modelagem, aplicacdes baseadas em
equacOes diferenciais de primeira ordem, pelos quais esses problemas nos dardo uma primeira

impressdo sobre modelagem.

1.6.1 Problema de variacdo de temperatura

No exemplo abaixo, pergunta-se a hora que ocorreu o assassinato, considerado a

temperatura do corpo.

Exemplo 1.17:

Em um dia de outono na cidade de Estocolmo os termdmetros marcavam 16°C. O
detetive Jason chegou a cena do crime e encontrou o sargento inclinado sobre o corpo. O
sargento disse que havia varios suspeitos. Se eles soubessem a hora exata da morte, entdo
poderiam reduzir a lista. O detetive Taylor apanhou um termdmetro e mediu a temperatura do

corpo: 34,5°C. Depois, saiu para almocar. Ao retornar as 13h, descobriu que a temperatura do
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corpo era 33,7°C. Quando ocorreu 0 assassinato? [Dica: a temperatura normal do corpo é
37°C].

Solucéo:

T,=16 T(0)=345°C T(13) =33,7°C
ar ar ar 1
 =KT-T)—>—=K(T—16) > — = Kdt — [ ——dt — [ kdt

e™|T — 16| — e**¢ - T=16+Ce* - T — 16 = ekt.eC

T—16 =Cekt - T =16 + Ce*t

Para t = 0 temos:
T(t) =16+ CeXt =34,5 > T(0) = 16+ CeX® =345 16+ C=34,5
C=345-16 >C=185

Substituindo a constante na EDO e aplicando a condicéo de contorno:
T(t) = 16 + 18,5e**— T(13) = 16 + 18,5¢3* — 18,5¢13* + 16 = 33,7

—0,04417
13

18,5e1% = 17,7 — 13k = 2T, Ine13k = n(0,9568)—k =

k==-0,0034

Ao aplicar o valor de k na EDO e substituir a funcao por 37°, tem-se:
T(t) = 16 + 18,5e*— T(t) = 16 + 18,5004~ 16 + 18,5¢700034¢ = 37

21

18,56_0’0034t — 37 _ 16 N 18,56_0'0034t — 21 N e—0,0034t — Yy

—0,0034t = In(1,135135) — t = =22 _, ¢t~ 37,294

—0,0034

O crime ocorreu ha um pouco mais de 37 minutos antes do corpo ser encontrado.

1.6.2 Radioatividade

Segundo Kreyszig (2008, p. 7) “meia-vida de uma substancia radioativa é o tempo

em que a metade de uma determinada quantidade dessa substancia desaparece. Dessa forma,

ela mede a rapidez do seu decaimento”
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Exemplo 1.1.18:

Neste exemplo procura-se responder qual é a idade do fossil, considerando que a meia
vida do carbono 14 é de 5730 anos.

Em setembro de 1988, foi encontrado nas margens do rio Yuribeite-Yakha (norte da
Unido Soviética), um fdssil de filhote de mamute. Na analise de laboratério, mostrou tragos de
carbono 14 correspondente a 0,382.1072 dos valores que teria em vida. Utilize equacOes
diferenciais para determinar a idade do féssil. (A meia vida do 14C é 5730 anos).

Solucéo:
Dada a equacéo diferencial:

dQ_
a - ke

dQ  kQ dQ dqQ
Z=2-dQ =kQ.dt—)3=Kdt—>f3=det

eln|Q| — ekt+61 N Q — ekt+C1 N Q — C.ekt

Ao fazert = 0.
Q=Ce®>Q0=C.1-5Q0=C

Considerando no instante t =0, Q = Q,:

Qo = C.e*0—C = Q,—C = Q, ou seja, Q = Qye*t

Foi dado no problema que t = 5730 —Q = % Qo {meia vida}

%QO = Q,e’"3% — %: e3730k _, In (%) = In(e373%) in G) =5730k.Ine

1
in (%) = 5730 k —k = () k= — 0000121

5730

Logo,

Q — Qoe—0,000121t

Ao determinar a idade do fossil temos:
Q(t) = 0,382.1072Q, e t = ? (Idade do fossil)
0,382.1072Q, = Q,e~*000121¢
In(0,382.1072) = In(e~0000121¢)
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n(0,382.107%) = —0,000121¢

__ —5,567504856

t= —t=46.012
-0,000121

O féssil tem aproximadamente 46.000 mil anos.

As equacOes diferenciais de segunda ordem assim como as equagOes de ordem
superiores serdo suprimidas deste trabalho, no entanto para prosseguimento do estudo
recomenda-se ler os autores citados anteriormente.

No préximo capitulo sera formulado a ideia de modelagem matemética bem como

suas defini¢des e implicagdes.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

Neste capitulo pretende-se abordar o aspecto histérico da modelagem matematica, e
explorar elementos como defini¢fes, caracteristicas e observacdes a cerca dessa area de
estudo.

2.1 contexto histdrico

Segundo Bassanezi (2002, p.15) “o objetivo da modelagem matematica é fazer o
estudante ter gosto pela matematica”. Desse modo, o interesse pela Matematica s6 é
desenvolvido atravées de problemas do mundo real.

A matematica aplicada destina-se a aplicar o conhecimento matematico a outros
fendmenos. Ela engloba otimizacdo, bioinformatica e biomatematica, criptografia,
probabilidade e estatistica, calculo numérico, teoria da informacdo, teoria dos jogos entre
outros.

Compreender e utilizar de tais pressupostos é fundamental para pesquisadores,
professores e alunos.

Para Brandt et. all. (2016, p.17),

No contexto do ensino da Matemética no Brasil, a década de 1980 trouxe
novas e promissoras perspectivas para o ensino dessa ciéncia. [...]. Essa,
enquanto Matematica Aplicada ganhou espago e notoriedade principalmente
a partir da segunda guerra mundial, possivelmente por motivos militares e
econdmicos. Entretanto, compreendemos que ocorreram mudangas nessa
maneira de conceder a Modelagem, notadamente no que diz respeito ao
ensino e a aprendizagem da Matematica. Nesse sentido, pretende-se
apresentar a Modelagem Matematica em outra perspectiva, diferente daquela
oriunda da Matemética Aplicada, ou seja, entendendo-a como uma
metodologia de ensino da Matemética e, mais particularmente, para a
Educacéo Bésica.

Para Souza, Silva e Mafra (2020, p.71),

A modelagem matemaética, consolidada no Brasil como estratégia pedagégica
a partir de 1980, por meio dos esforcos de professores como Ubiratan
D’Ambrésio e Rodney Carlos Bassanezi, busca auxiliar o aluno na resolugao
de situacdes do cotidiano, enfatizando a utilizacdo de elementos matematicos

de forma dindmica e participativa.

Para Bassanezi (2002, p.17), “a modelagem matematica, em seus Vvarios aspectos, é um

processo que alia teoria e pratica, motiva seu usuario na procura do entendimento da realidade
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que o cerca e na busca de meios para agir sobre ela e transforméa-la”. Com base em escritos do
autor, as Ciéncias Biologicas, sustentada primeiramente nos padrdes da Fisica e nas
semelhancas decorrentes tornaram se gradativamente mais matematizadas. A partir disso,
observa-se que a matematica tem sido suporte para modelar problemas genéticos,
neuroldgicos, ecoldgicos, epidemiolégico e populacionais.

Com os avancos tecnoldgicos e a utilizacdo de computadores potentes a modelagem
matematica tem migrado para a modelagem computacional tais implementac6es possibilitou

um leque maior de aplicabilidade, chegando a &reas como a musica, a linguistica e a arte.
2.2 Aspectos Gerais
Para Bassanezi (2002, p.16), “A modelagem matematica consiste na arte de transformar

problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solugdes

na linguagem do mundo real”.

Formalizacao

Mundo
Matematico

Interpretacao

FIGURA 2: Esquema simplificado de modelagem matematica
FONTE: Bassanezi (2002, p.44).

Dessa forma, “entende-se que € possivel quebrar a falsa dicotomia entre essa ciéncia e
0 cotidiano, criando uma interseccdo na qual matematica e realidade interagem
constantemente”. (BUENO; LARA; LOPES, 2021, p.04)

Alguns autores definem modelagem matematica como uma metodologia para
abstracdo, generalizacdo, e previsdo de tendéncias para uma finalidade especifica. H4& um
consenso que este € um processo ndo estatico e em constante transformagao cujo objetivo é a

validacdo de modelos matematicos.
2.3 Modelagem e Modelos

Para Bassanezi (2002, p.19), “quando se procura refletir sobre uma porcéo da realidade,

na tentativa de explicar, de entender, ou de agir sobre ela — o processo usual € selecionar, no
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sistema, argumentos ou pardmentos considerados essenciais e formaliza-los através de um
sistema artificial: 0 modelo™.

Conhecer sobre os modelos matematicos é fundamental para que o pesquisador saiba
qual caminho tomar na modelagem dos dados e consequentemente na pesquisa.

(1) Modelo Objeto

E definido como a representacdo de um fato real ou de um objeto, caracteriza-se pela
homogeneidade e estabilidade das variaveis, em um sistema de equacgdes diferenciais que
modela fenbmenos epidemioldgicos é classificado como um modelo objeto, isso se deve ao
fato de que o grupo de infectado € homogéneo e consequentemente gozam das mesmas
propriedades.

Os elementos desse modelo podem ser exibidos de forma conceitual (quando
empregada equacGes matematicas), pictérica (quando utilizado desenho, mapas e outros), ou

simbdlica.

(ii) Modelo Tedrico

Sd0 modelos relacionados a algum estudo/pesquisa existente, esta sempre
correlacionado a um modelo objeto e um codigo de interpretacdo. Caracteriza-se com 0
problema real, ou seja, contém as variaveis existentes no fendémeno e suas implicacdes com o

sistema observado estdo relacionadas através de hipoteses ou de experimentos.

(iii) Modelo Matematico

Para Bassanezi (2002, p.20) modelo matematico é “um conjunto de simbolos e
relacdes matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado™.

De modo formal um modelo matematico é a ilustracdo de uma situacéo real a partir de
uma representacdo conceitual. Na literatura existe trés classificacdes para modelos
matematicos: a empirica, que se utiliza de dados experimentais, a fenomenoldgica, que se
baseia em principios basicos de conservacao e em relacbes constitutivas, e a hibrida, que é a
juncdo das duas teorias anteriores. A modelagem fenomenologica tem como principal
caracteristica a construcdo de processos iterativos e ajustes sucessivos.

Para Bassanezi (2002, p. 20), “a importancia do modelo matematico consiste em se ter
uma linguagem concisa que expressa nossas ideias de maneira clara e sem ambiguidades,
além de proporcionar um arsenal enorme de resultados (teoremas) que propiciam o uso de

métodos computacionais para calcular suas solu¢cdes numéricas”.
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Contudo, os modelos matematicos podem ainda ser classificados a partir de uma
abordagem qualitativa, com base na natureza dos fendmenos que serdo analisados ou
classificado conforme o tipo da matematica empregada, sendo assim:

a) Linear ou ndo — linear: conforme linearidade das variaveis das equacoes;

b) Estatico: quando ndo ocorrer mudangas significativas do fendmeno no decorrer do

tempo.

c¢) Dindmico: quando a mudanca nos estagios do fenémeno no decorrer do tempo (esse

caso € bastante empregado no estudo de equacdes diferenciais).

d) Estocastico: empregado na tentativa de descrever a dindmica de um sistema em

termos probabilisticos.

e) Deterministico: baseia-se na hipotese que exista dados suficientes em um

determinado instante, logo todo o futuro do sistema pode ser previsto precisamente.

f) Educacional: quando utilizado um nimero pequeno ou simples de suposicdes, 0 que

geralmente provoca solucgdes analiticas.

Segundo Bassanezi (2002, p.24) Modelagem Matematica é

Um processo dindmico utilizado para a obtencdo e validacdo de modelos
mateméticos. E uma forma de abstragio e generalizacdo com a finalidade de
previsdo de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de
transformar situacdes da realidade em problemas matematicos cujas solugdes devem
ser interpretadas na linguagem usual.

Conhecer o problema é fundamental, pois a partir desse pressuposto é possivel
identificar o modelo e tracar técnicas que solucione o problema. Contudo, é necessario

estabelecer os caminhos e as etapas da modelagem matematica.
2.4 Etapas da Modelagem Matematica
Para Bassanezi (2011, p. 26), “A modelagem matematica de uma situacdo ou

problema real deve seguir uma sequéncia de etapas”. Compreender cada uma das etapas

torna-se parte essencial para a modelagem de problemas matematicos.
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De modo simplificado o autor divide a modelagem nas seguintes etapas:

(I) Experimentacéo: Obtengéo de dados, caracterizada por atividades laboratoriais.

(1) Abstracdo: Fase do processo que se objetiva por criar e formular modelos
matematicos. Nesta etapa, pretende-se estabelecer:
a) Determinacdo de varidveis — onde os valores varidveis que se trabalha sdo claramente

definidos;

b) Problematizacdo — consiste na formulacdo de um problema é a parte mais especifica

da modelagem, o que deve ser resolvido;

c) Hipdteses — quais as possibilidades direcionam a investigacao do pesquisador;

d) Simplificacdo — geralmente quando se observa fendmenos matematicos eles se

apresentam complexos, diminuir a dificuldade permite a modelagem.

(111) Resolucdo: Substituicdo das hipdteses expressas na linguagem natural por meio de

uma linguagem matematica, € a obtencao da resposta;

(1V) Validacdo: Aceitacdo ou ndo do modelo obtido na fase de resolucdo;

(V) Modificacdo: Processo de revisdo, esta ligado a alguma variavel no inicio do

problema que influéncia e pode ocasionar a rejeicdo dos resultados e dos modelos.

Para Biembengut (2009) o processo de modelagem matematica é dividida em trés

etapas e seis subetapas:
a) Interacdo, i) reconhecimento da situagdo-problema, ii) familiarizacdo com
o assunto a ser modelado — referencial tedrico; b) Matematizagdo, i)
formulac@o do problema — hipdtese, ii) resolugdo do problema em termos do
modelo; ¢) Modelo matemaético, i) interpretacdo da solucdo, ii) validagdo do
modelo — avaliagdo (BIEMBENGUT, 2009, p. 13).

E notdrio que a modelagem matematica deve ser bem elaborada e executada para éxito

na observacdo do fenémeno. Outros autores subdividem as etapas de forma diferente, no
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entanto eles convergem de modo geral nas etapas de: experimentacdo, abstragéo, resolucéo e

validacgéo.

2.5 A Modelagem Matematica como Instrumento Pedagdgico

Conforme as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio nas &reas de Ciéncias da
Natureza, Matematica e suas Tecnologias, “a modelagem matematica pode ser entendida
como a habilidade de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e
resolvé-los interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real” (Brasil, 2006, p. 84).

Com base nesse documento, pode-se inferir que é papel do professor utilizar-se de
problemas do mundo real para o ensino do alunado. A seguir sera abordado algumas ideias
centrais da utilizacdo da modelagem matematica como ferramenta pedagogica, bem como
suas implicagdes na pratica docente.

Sabe-se que a modelagem matematica € um processo ativo, ou seja, engloba educando
e educador. Um modelo bem elaborado proporciona ao aluno a possibilidade de interagir com
0 objeto de estudo uma vez irdo surgir diversas situacbes no decorrer do processo. Nesse
contexto, o discente deixa de ser coadjuvante (observador) e passa a ser protagonista
(construtor) no processo de ensino e aprendizagem. Nessa perspectiva constata-se que este
recurso pedagdgico € de grande valia, pois o processo de interacdo do educando proporciona a
construcdo/reconstrucdo de competéncias e habilidades necessarias para o desenvolvimento
intelectual/cognitivo do educando.

As Orientacdes Curriculares para o Ensino Medio (Brasil, 2006, p. 85), a partir desse
documento pode-se destacar algumas dessas competéncias:

« Selecionar variaveis que serdo relevantes para 0 modelo a construir;

* Problematizar, ou seja, formular o problema tedrico na linguagem do campo
matematico envolvido;

» Formular hip0teses explicativas do fendmeno em causa;

* Recorrer ao conhecimento matematico acumulado para a resolucdo do problema
formulado, o que, muitas vezes, requer trabalho de simplificacio quando o modelo
originalmente pensado é matematicamente muito complexo;

* Validar, isto é, confrontar as conclusdes tedricas com os dados empiricos existentes;

* E, eventualmente ainda, quando surge a necessidade, modificar o modelo para que
esse melhor corresponda a situacéo real, aqui se revelando o aspecto dindmico da construgdo

do conhecimento.
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A empregabilidade da modelagem matematica voltado ao ensino fundamental segundo
ciclo esta pautada nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) (Brasil, 1998, p.48):

 Identificar os conhecimentos matematicos como meios para compreender e
transformar o mundo a sua volta e perceber o carater de jogo intelectual, caracteristico da
Matematica, como aspecto que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de investigacdo e
0 desenvolvimento da capacidade para resolver problemas;

* Fazer observagoes sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos da realidade,
estabelecendo inter-relacGes entre eles, utilizando o conhecimento matematico (aritmético,
geométrico, métrico, algébrico, estatistico, combinatério, probabilistico);

* Selecionar, organizar e produzir informagdes relevantes, para interpreta-las e avalia-
las criticamente;

* Resolver situagdes-problema, sabendo validar estratégias e resultados,
desenvolvendo formas de raciocinio e processos, como intui¢do, inducgédo, deducéo, analogia,
estimativa, e utilizando conceitos e procedimentos matematicos, bem como instrumentos
tecnoldgicos disponiveis;

« Comunicar-se matematicamente, ou seja, descrever, representar e apresentar
resultados com precisdo e argumentar sobre suas conjecturas, fazendo uso da linguagem oral e
estabelecendo relacdes entre ela e diferentes representacdes matematicas;

* Estabelecer conexdes entre temas matematicos de diferentes campos e entre esses
temas e conhecimentos de outras areas curriculares;

* Sentir-se seguro da propria capacidade de construir conhecimentos matematicos,
desenvolvendo a autoestima e a perseveranca na busca de solucdes;

* Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente na busca
de solucdes para problemas propostos, identificando aspectos consensuais ou ndo na

discussdo de um assunto, respeitando o modo de pensar dos colegas e aprendendo com eles.

Na concepcdo de Burak (2004, p. 4),

[...] Modelagem Matematica, como uma alternativa Metodolégica para o
ensino de Matematica, pretende contribuir para que gradativamente se va
superando o tratamento estanque e compartimentalizado que tem
caracterizado o seu ensino, pois, na aplicacdo dessa metodologia, um
contelldo matematico pode se repetir varias vezes no transcorrer do conjunto
das atividades em momentos e situagdes distintas. A oportunidade de um
mesmo contetdo poder ser abordado diversas vezes, no contexto de um tema
e em situacdes distintas, favorecendo significativamente a compreensdo das
ideias fundamentais, pode contribuir de forma significativa para a percepcao
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da importancia da Matematica no cotidiano da vida de cada cidaddo, seja ele
ou ndo um matematico.
Para Burak (2004), a Modelagem Matematica possibilita ao aluno criar condi¢des
acerca do seu préprio aprendizado e consequentemente ela pode beneficiar todo o processo de
ensino da Matematica. Para Burak e Kliber (2013, p. 5),

Nesta forma de conceber a Modelagem Matematica, esse principio pode
favorecer a acdo do estudante no delineamento, na busca de informaces e
coletas de dados e desenvolver autonomia para agir nas situacfes novas e
desconhecidas. Pode, ainda, favorecer o desenvolvimento, no estudante, de
uma atitude investigativa, na medida em que busca coletar, selecionar, e
organizar os dados obtidos. O desenvolvimento desta atitude passa a se
constituir em valor formativo que acompanhara o estudante, ndo somente no
periodo de sua trajetdria escolar, mas ao longo de toda sua vida.

Com base nos expostos acima, através da modelagem matematica hd a formacéo
cidadd do educando, haja visto que quando o educador se apropria desta metodologia tem-se
os objetivos da disciplina inerente aos PCN’s atendidos. Burak (2004) ainda ressalta, que
quando o aluno busca informacbes e se empenha na coleta de dados isso pode ocasionar
autonomia durante o processo de modelar.

Contudo, outro aspecto positivo do emprego da Modelagem Matematica na sala de
aula, é o fato de que esta metodologia proporciona interacdo como diversas tendéncias no

ensino da matematica, tais como: Etnomatematica e Resolucao de Problemas.



40

3 MODELOS EPIDEMIOLOGICOS

Neste capitulo serd abordado o contexto histérico das epidemias assim como sera
apresentado alguns conceitos tedricos. Na sequéncia serda apresentado alguns modelos
matematicos que representam o comportamento de epidemiologias. Por fim, sera utilizado os
dados da Pandemia de Coronavirus (Covid-19) no municipio de Paracatu — MG, durante o
periodo de abril de 2020 a fevereiro de 2021.

3.1 Contexto historico

Sabe-se que as Epidemias estiveram inseridas na humanidade. Ha relatos historicos na
idade antiga de doengas que dizimaram dezenas de milhares de pessoas. Na baixa Idade
Média e com o inicio do processo de urbanizacdo ha o surgimento de doencas que se
espalharam rapidamente em um pequeno espaco de tempo, provocando grande quantidade de
mortos.

Frequentemente o homem tenta obter meios para controle e previsdo dessas doencas,
esse tipo de doenca que se alastra descontroladamente, é chamada de Epidemia.

Para Alonso (2004), a peste negra provocou um efeito devastador na Europa no
periodo de 1347-1350, ocasionando um quarto de Obitos de toda a populacdo. Estima-se que
no ano de 1665, a peste bubdnica produziu cerca de 70 mil mortes em Londres.

Na tentativa de controlar a peste negra:

No século XIV foi instituida em alguns pontos italianos, a
guarentena que consistia no isolamento de marinheiros provenientes
de é&reas endémicas ou epidémicas, durante 40 dias, antes de
poderem penetrar nas cidades (BARATA, 1987, p.10).

Dentre as principais epidemias no mundo em todos os tempos destaca-se: a Peste
Negra, a Colera, a Febre Amarela, a Variola, a Sindrome da Imunodeficiéncia Humana (HIV),
Ebola e outras.

O Brasil ndo se diferencia do mundo quanto aos efeitos das epidemias. Um dos
principais fatores ao elevado nimeros de ébitos da populacédo sdo as epidemias, sendo que em
alguns casos estas doencas superam o numero de mortes em guerra. Neste contexto,
destacam-se a tuberculose, sarampo, malaria, sifilis e gonorreia trazidas no processo de
colonizacdo pelos europeus, a variola durante o periodo imperial, a febre amarela no inicio do

periodo republicano, e mais recentemente o HIV, a dengue e a zica.
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As epidemias surgem sem sabermos a origem, e 0s meios utilizados para controle de
tais doencas podem gerar grandes desconforto a populagcdo. A Epidemiologia estuda os
diversificados fatores que influenciam na difusdo, modo de propagacdo de doencas,
frequéncia, evolugdo, bem como os métodos de prevencéo.

Segundo Gordis (2004), a prevencdo estd dividida em dois grupos, a priméria e a
secundéria. A primaria € utilizada na tentativa de coibir o desenvolvimento da doenca em
individuos ainda ndo infectado. Ja a secundéaria caracteriza-se na tentativa de inibir individuos
infectados de propagar a doenga. A partir de observacdes cientistas afirmam que a prevengéo
primaria € a mais eficiente e objetiva na prevencdo de epidemias, sendo esta possivel prevenir
maior numero de casos e eventualmente maior nimero de ébitos.

Como observado no capitulo anterior, 0 emprego da modelagem matematica para
investigacdo de tais comportamentos é de fundamental importéancia, haja visto que a partir de
tais informacdes gestores, médicos e cientistas podem tomar medidas preventivas adequadas e
tracar estratégias eficientes de controle e protecdo a propagacdo das doencas. Na sequéncia

serdo abordados alguns modelos matematicos aplicados a epidemiologia.

3.2 Modelos Matematicos

Para epidemiologia sdo utilizados alguns modelos matematicos, tais que a populacdo é
subdividida em trés partes: suscetiveis, infectados e removidos. Cada doenca tem
caracteristicas proprias de infeccédo e transmissibilidade, ou seja, cada tipo ha um modelo mais

eficiente para a modelagem. No entanto, todas elas se assemelham no aspecto geral.

3.2.1 Modelo |

Proposto no século XVIII, pelo mateméatico Daniel Bernoulli, com o objetivo de
analisar a disseminacdo de doencas infecciosas. E considerado o modelo mais simples
utilizado em modelagem epidemioldgica, ele considera apenas duas subpopulagdes.

Considera-se que dada uma populacdo de P individuos infectados com a doenca ha N
individuos ndo infectados, mas que podem ser infectados.

Sabe-se que a soma das duas subpopulac¢Ges corresponde a 100%, logo pode inferir-se

que P+ N =1.
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O contagio da populacdo ocorre pelo contato de individuos infectados e néo
infectados, logo a quantidade de contatos é proporcional ao produto de P por N. Assim, com

0 passar do tempo ha variagdo do nimero de infectados, logo:

dP
. =aNP,  P(0)=P, (31)

como N+ P =1,entdo N =1 — P, tem-se;
dp

—=a(l-PP  (32)

Ao igualar a derivada a zero:
a(l1-P)P=0
Observa-se que os pontos criticos da equacgédo (3.2) séo P = 0 e P = 1, eles tambem
sdo denominados pontos de equilibrio do modelo.
Resolvendo (3.2):

dP
E = a(l — P)P
dP
W = adt (3.3)

Note que a equacéo (3.3) é de variaveis separaveis, logo:
dp
J

a—pp 1ot

Ao utilizar fracbes parciais para o primeiro membro, chega-se:
dp

dP
f?+f(1_P)=fadt

In|P| —In|1 — P| = at + c,talque c € R

In =at+c
(1 — P)
oINGop) — gatte
P
— eat+c
1-P

Aplicando a condicdo de contorno inicial P(0) = P,, tem-se:
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Py
Py+ (1 —Pye -t

P(t) = (3.4)

3.2.2 Modelo Il

Existem doencas que individuos ndo apresentam sintomas mesmos estando infectados,
iSs0 0s torna disseminadores/portadores.

Seja P a subpopulacdo portadora da doenca e N a subpopulacdo suscetivel a se
infectar. Este modelo ira considerar que individuos infectados serdo removidos da populacéo.
Com isso, tem-se que com o passar do tempo a varia¢do dos infectados é expressa por:

P _ :
=P (35

No entanto, observa-se que a quantidade pessoas ndo infectadas suscetiveis a infecgédo

é proporcional ao contato com individuos suscetiveis a infeccdo e aos infectados. Assim:

dN
—7 = aNP (3.6)
Resolvendo a equacdo (3.5):
dp
a = PF
dp
= —pdt (3.7)

Note que a equacéo (3.7) é de variaveis separaveis, logo:
dp
I =-]pa

In|P| = —pBt+c, talquec€eR
enP — p—Bt+c
P =ef.e Pt fazendo e =K

P = Ke bt

Aplicando a condi¢cdo de contorno inicial P(0) = P,, chega-se ao niumero de
infectados no instante ¢:

P(t) = Pye ht (3.8)
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Substituindo o resultado obtido em (3.8) na equagédo (3.6), tem-se:

dN i

Percebe-se que a equacdo (3.9) é de variaveis separaveis, logo:

dN
W = a'POe‘ﬁt

dN
f7=fa'Poe‘ﬁt dt  (3.10)

Ao resolver (3.10) e aplicar a condicdo de valor inicial N(0) = N,, chega-se a:

N(t) — Noeapo(e_ﬁt—l)

(3.11)

Na epidemiologia ha outros modelos matematicos bastante aplicados que consideram
outras variantes como: vacina, reinfecgdo, mortes e outros, nesse contexto pode-se destacar o
modelo Suscetivel- Infectado- Removido (SIR) e 0 modelo Suscetivel-Infectado-Recuperado-
Suscetivel (SIRS).

O modelo SIR foi desenvolvido por Kermack e Mckendrick em 1927. Segundo Rocha
(2012), 0 modelo SIR ¢é empregado na modelagem de doengas infecciosas como: sarampo,
rubéola, entre outras.

Em continuacdo aos estudos desenvolvidos anteriormente, em 1933 Kermack e
Mckendrick propuseram o modelo SIRS para modelagem epidemiologica. “Este modelo ¢
utilizado atualmente para estudar a dindmica da infecc¢do da gripe”, (ROCHA, 2012).

Para modelagem dos dados sera utilizado os dois modelos iniciais.
3.3 Modelagem dos dados

Originario na China em dezembro de 2019, mais especificamente na provincia
de Whuan, o Sars-CoV-2 (Covid 19) informalmente batizado de Coronavirus é um virus que
ja provocou mais de 3,8 milh6es de mortes em todo o mundo. Seus sintomas mais comuns sao
febres, tosse seca, cansaco, dor de garganta, dor de cabeca e outros, podendo vir a se
desenvolver em casos clinicos de maior complexidade como pneumonia, trombose, derrame,
entre outros. Como forma de prevencéo, a Organizacdo Mundial da Saude (OMS), recomenda

lavar as mdos com agua e sabdo ou higienizar com alcool sempre que possivel, usar mascara
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de protecédo ao sair de casa, manter distanciamento de um metro e meio de outras pessoas em
locais publicos, e etc.

No Brasil, o primeiro caso confirmado data de 26 de fevereiro de 2020, de um
homem de 62 anos que retornard de viagem da Itélia (até entdo epicentro global da
Pandemia). Ap6s um ano e quatro meses do primeiro caso oficial confirmado o pais conta
com mais de dezoito milhdes de infectados e mais de quinhentos mil ébitos. Nesse contexto o
estado de Minas Gerais (MG) apresenta um dos mais elevados indices de casos/mortes, sendo
aproximadamente 1,7 milhdes de infectados e mais de quarenta mil mortes.

A pesquisa foi realizada na cidade de Paracatu (MG), localizada na regido
noroeste do estado. Para o desenvolvimento da pesquisa foram coletados dados de Covid-19
no site da Prefeitura Municipal.

Dentre os dados coletados estdo o numero de casos, niUmero de 6bitos e numero
de recuperados, estes dados ainda estdo subdivididos por periodo, por género, por faixa etaria
e por bairro.

A modelagem consiste na analise dos numeros de casos no periodo de abril de

2020 a fevereiro de 2021, a partir do modelo 11 demostrado no topico anterior.

> A
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V‘Q @ N N ?90 °) O % Q

Contudo, chega-se a:

Grafico 1: NUmero de Casos

341
s m I I
,\9 Q Q

D 0
Fonte: Edilene (2021)

Ao observar o grafico acima, percebe-se que hd um crescimento no nimero de casos
de abril a setembro, posteriormente decréscimo no periodo de setembro a novembro, e no

ultimo periodo hd novamente elevagdo na quantidade de casos.
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Para o estudo tomara-se t = 1 para 0 més de abril e consequentemente y(1) = 16.
Além disso, todo o periodo serd subdividido, ou seja, primeiro intervalo t € [1,6[, segundo
intervalo t € [6, 8] e terceiro intervalo t € [8,11].
Conforme mencionado anteriormente o modelo Il serd empregado na modelagem dos
dados, ou seja, utilizaremos para mensurar o nimero de infectados P(t) = P,e 5.
Ao observar o grafico percebe-se que o grafico estd disperso, para obtencdo da
constante 3, sera utilizado o ajuste de curva por minimos quadrados. Assim:
y = aeb*
In(y) = In(ae?®)
In(y) = lna + lneb*
In(y) = lna + bx

Ao fazer Y =In(y) e a = In(a),a equacdo reduz-se a Y = a + bx, ou seja, um
problema ao ajuste de uma reta de pontos tabelados (x;, y;).
Conforme resultados expressos em Franco (2007), para ajuste de retas por minimos

quadrados deve-se resolver o seguinte sistema linear:

n n
| na + x;b = Z Vi
{ i=1 i=1
n n n
lk xl-a+le-2b= XiYi
i=1 i=1 i=1

Assim, teremos:
e Primeiro intervalo:
X; 1 2 3 4 5
Iny; | 2.7726 | 4.6151 | 5.0369 | 5.8319 | 6.6012

Com isso, chega-se: Y.>_, x; = 15, X2_,x? = 55,25, y; = 24.8577 e X2, x;y; =
83.4471, que resulta no sistema:

{ 5a + 15b = 24.8577
15a + 55b = 83.4471

Ao multiplicar a primeira linha por (—3) e somar as equagfes obtém-se:
10b = 8.874
b = 0.8874
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Substituindo b = 0.8874 na primeira equacao chega-se a:
5a + 15b = 24.8577
5a +13.311 = 24.8577
5a = 11.5467
a = 2.30934

Como, a = In(a) entdo a = e, logo:
a =e?39934 - g =10.0677

Logo,
P(t) = 10.0677¢%8874

Abaixo, segue o grafico da fungdo obtida no intervalo t € [1, 6[, com a aproximagéo
det =6.

Grafico 2: Casos de Covid-19 04/20 a 09/20
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Fonte: Edilene (2021)

e Segundo intervalo:
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X; 6 7

Iny; | 6.6631 | 5.8608

Logo, X/_x; =13, X/_ x? =852 _,y; =12.5239 e Y7_, x;y; = 81.0042, que
resulta no sistema:

{ 2a +13b =12.5239
13a + 85b = 81.0042

Ao multiplicar a primeira linha por (—13) , a segunda linha por (2) e somar as
equacdes obtém-se:
b =-0.8023

Substituindo b = —0.8023 na primeira equacgdo chega-se a:
2a + 13b = 12.5239
2a —10.4299 = 12.5239
2a = 229538 - a=11.4769

Como, a = In(a) entdo a = e%, logo:
a = el1476%9 o =96,461.57

Logo,
P(t) = 96,461.57¢708023¢

A seguir temos o grafico da funcdo obtida no intervalo t € [6, 8], com a aproximagéo
det =8.
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Grafico 3: Casos de Covid-19 - 09/20 a 1120
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Fonte: Edilene (2021)

e Terceiro intervalo:
X; 8 9 10

Iny; | 4.8283 | 6.2480 | 6.4505

Logo, X1 x; = 27, X0 x? = 245,%1% v, = 17.5268 € 2,12 x;y; = 159.3634, que
resulta no sistema:

{ 3a+27b =17.5268
27a + 245b = 159.3634

Ao multiplicar a primeira linha por (=9) , e somar as equagdes obtém-se:
b =0.8111

Substituindo b = 0.8313 na primeira equacdo chega-se a:
3a+27b =17.5223
3a+ 21.8997 = 17.5223
3a =—-4.3774
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a=-14591

Como, a = In(a) entdo a = e, logo:

a=e 1491 o4 =10.2324

Logo,
P(t) = 0.2324¢08111¢

O dltimo gréfico representa a funcdo obtida no intervalo t € [8,11[, com a

aproximacao de t = 11.

Grafico 4: Casos de Covid-19 - 11/20 a 02/21
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Fonte: Edilene (2021)

3.4 Analise dos resultados

Apo6s a modelagem dos dados e ajuste das curvas, chega-se no primeiro intervalo a
funcdo P(t) = 10.0677e%8874t a0 fazer a estimativa do nimero de infectados para o més de

setembro de 2020 (sexto més) tem-se P(6) = 10.0677e%88746 — P(6) = 2066 infectados,
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Ou seja, 0sS gestores agiram corretamente ao impor toque de recolher e tomar medidas que
diminuiram a circulacdo de pessoas, pois 0 nimero de casos registrados nesse més foi de 783
infectados.

No segundo intervalo a funcéo obtida foi P(t) = 96,461.57e~%8023t a0 aproximar o
ndmero de infectados para 0 més de novembro de 2020 (oitavo més) tem-se P(8) =
96,461.57¢7080238 — p(8) = 157 infectados, percebe-se que a quantidade de infectados
através da funcdo se assemelha ao nimero de casos registrados em novembro que foi de 125.

O comportamento do terceiro intervalo é similar ao primeiro, isso porque o grafico
apresenta aumento dos nimeros de casos e 0 inicio da segunda onda de propagacdo da
doenca. Com isso, para o intervalo tem a funcdo P(t) = 0.2324e%8111t 30 aproximar o
namero de infectados para 0 més de fevereiro de 2021 (decimo primeiro més) chega-se a
P(11) = P(t) = 0.2324e%811111 , p(11) = 1742 infectados, 0 que mais uma prevencao
comprova a eficacia das medidas controle da doenca, haja visto que o total de casos

registrados nesse més foi de pouco mais da metade.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, procurou-se estudar a modelagem matemaética aplicada a problemas
epidemioldgicos. Abaixo segue a descricdo de algumas etapas que nortearam a pesquisa,
assim como algumas conclusoes.

Inicialmente, foi realizado um levantamento bibliografico sobre Equagdes
Diferenciais, Modelagem Matematica e Epidemiologia. Observou-se que as Equacdes
Diferencias sdo de grande valia, pois estdo inseridas em diversas outras areas, como a
Quimica, Biologia, Fisica, Economia entre outras. Além disso, esta pesquisa permitiu
conhecer 0s aspectos tedricos da Modelagem, explorando suas caracteristicas e defini¢Ges.

A Ultima etapa consistiu inicialmente na pesquisa bibliografica de modelos
epidemiologicos, e consequentemente na modelagem de dados de Covid-19 na cidade de
Paracatu-MG.

Através deste trabalho foi constata-se que ao estudar modelos matematicos
direcionados a epidemiologia é possivel prever e adotar medidas de controle de doencas
infecciosas. Além disso, foi perceptivel que a dindmica das doengas modifica os modelos, as
variaveis e os resultados dos fenémenos observados, tornando as equagdes mais ou menos
complexas.

Por fim, verifica-se que as equacdes diferenciais ordinarias sdo de suma importancia e
que estdo inseridas em varios problemas cotidianos, conhecer sobre essas técnicas €
fundamental para o controle de novas epidemias (ou pandemias). O trabalho utilizou-se de
modelos simplificados. Espera-se em trabalhos futuros aprofundar a pesquisa e desenvolver

novos modelos que se utilizem de mais variaveis.
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